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Resumo
Neste trabalho reunimos trabalhos da literatura que apresentam o estudo qualitativo via semigrupos line-
ares para o Sistema de Vigas de Timoshenko com mecanismos dissipativos. Tais problemas, na˜o possuem
soluc¸a˜o analı´tica, mas com o uso da teoria de exponenciais de operadores na˜o limitados e ferramentas
de Ana´lise Funcional e´ possı´vel fazer a ana´lise assinto´tica para os modelos apresentados. Sendo assim, o
objetivo do trabalho e´ fazer uma ana´lise nume´rica, usando me´todos de diferenc¸as finitas, mostrando que
os resultados qualitativos verificados pela teoria de semigrupos, e´ verificada para viga com o material
concreto e o material alumı´nio.
Palavras-chave. Estabilidade Exponencial, Mecanismos Dissipativos, Diferenc¸as Finitas.
Abstract
In this work we gather works from the literature that present the qualitative study via linear semigroups to the
Timoshenko Beams System with dissipative mechanisms. Such problems do not have an analytical solution,
but with the use of the exponentials theory of non-limited operators and Functional Analysis tools, it is
possible to perform the asymptotic analysis for the models presented. Therefore, the objective of the work
is accomplish a numerical analysis, using finite difference methods. We show that the qualitative results,
proven by the semigroup theory, are verified for beam with concrete material and aluminum material.
Keywords . Exponential Stability, Dissipative Mechanisms, Finite Differences.
1. Introduc¸a˜o. Quando trabalhamos com projetos voltados a` engenharia, como por exemplo, projetos
de avio˜es, turbinas, pontes, automo´veis, e´ necessa´rio aplicac¸a˜o de modelos que sejam eficientes durante
o funcionamento. Um fenoˆmeno que deve ser estudado e analisado em todos eles e´ a vibrac¸a˜o estrutural.
A ana´lise de qualquer problema que tenha como foco principal de estudo a vibrac¸a˜o, pode ser abordado
teoricamente e experimentalmente. Devido a fatores clima´ticos, alguns problemas podem ser estudados
apenas do ponto de vista teo´rico, devido a` complexidade de algumas situac¸o˜es, e´ possı´vel estudar apenas
de maneira experimental, e ainda, tambe´m e´ possı´vel que notemos corroborac¸a˜o de estudos teo´ricos e ex-
perimentais. Nos u´ltimos anos, nota-se o crescente interesse da engenharia em problemas que envolvem
estruturas flexı´veis sujeitas a vibrac¸o˜es. Quando o assunto e´ vibrac¸a˜o, a viga e´ um dos elementos funda-
mentais de uma estrutura. Por este motivo, o estudo qualitativo de problemas relacionados a vibrac¸o˜es de
vigas teˆm sido assunto de bastante interesse da matema´tica aplicada. As teorias para vigas comec¸aram a
ser estudadas no se´culo XVIII, por Bernoulli e Euler [12]. Os modelos mais conhecidos de vigas sa˜o os
modelos de Euler-Bernoulli, Vlasov e Timoshenko. Os diferentes tipos de modelos para vigas, possuem
aplicac¸o˜es diferentes, com vantagens e desvantagens. Nesse trabalho, iremos nos limitar ao estudo de vi-
gas de Timoshenko, pois seu modelo e´ mais completo em relac¸a˜o ao outros dois modelos. O sistema de
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Vigas de Timoshenko, [1, 2], descreve o comportamento vibrato´rio de uma viga, medindo deslocamento
transversal e aˆngulo de rotac¸a˜o descritas pelas func¸o˜es ϕ e ψ, ilustradas a seguir.
Figura 1.1: Viga de Timoshenko.
Fonte: Autor
Devido a essas considerac¸o˜es, o sistema de Vigas de Timoshenko e´ considerado mais geral e realista do
que os demais citados anteriormente. Na figura 1.1,A representa a a´rea da sec¸a˜o transversal da viga e ainda,
o eixo da sec¸a˜o longitudinal carrega as propriedades da viga, por este motivo, o modelo de Timoshenko e´
considerado em apenas uma dimensa˜o. O sistema que descreve o comportamento da viga e´ dado por ρ1ϕtt − k(ϕx + ψ)x = 0 em (0, L)× (0, T ),ρ2ϕtt − bψxx + k(ϕx + ψ) = 0 em (0, L)× (0, T ).(1.1)
No sistema (1.1), as varia´veis ϕ(x, t) e ψ(x, t), dependem do espac¸o x ∈ (0, L) e tempo t ∈ (0, T ),
as constantes ρ1, ρ2, k e b representam a massa especı´fica da viga, a resisteˆncia a` deformac¸a˜o torcional, o
mo´dulo de rigidez e o mo´dulo de elasticidade por momento de ine´rcia da sec¸a˜o transversal, respectivamente.
Mais detalhes para a deduc¸a˜o do modelo pode ser encontrado em [3].
O trabalho principal e´ dividido em duas sec¸o˜es, sendo que, a Ana´lise Qualitativa, que introduz os
problemas e suas respectivas literaturas, as quais fazem uso da teoria de semigrupos para mostrar a ana´lise
qualitativa de cada problema. A Ana´lise Nume´rica, que e´ a principal contribuic¸a˜o do trabalho, apresenta
um estudo nume´rico utilizando diferenc¸as finitas, para os problemas com mecanismos dissipativos atuando
de maneiras diferentes na viga.
2. Ana´lise Qualitativa. Nesta sec¸a˜o, enunciaremos o principal resultado da teoria de exponencial de
operadores, quando o assunto e´ tratar de estabilidade exponencial. Mais resultados da teoria podem ser
encontrados em livros cla´ssicos como [7, 5, 6, 10]. A seguir, enunciaremos os problemas que trataremos no
trabalho junto com a ana´lise qualitativa matema´tica.
Teorema 1 (Teorema de Pru¨ess). Seja S(t) = eAt um semigrupo C0 de contrac¸o˜es em um espac¸o de
Hilbert. Enta˜o S(t) e´ exponencialmente esta´vel se, e somente se, as seguintes condic¸o˜es sa˜o verificadas.
1. iλ ∈ ρ(A), ∀λ ∈ R.
2. lim|λ|→∞ ‖(iλI −A)−1‖ <∞.
2.1. Sistema de Timoshenko com mecanismos dissipativos nas duas varia´veis. O primeiro sistema
trabalhado e´ o sistema de Timoshenko com dois termos dissipativos friccionais βϕt e γψt, atuando sob a
deformac¸a˜o e sob aˆngulo de rotac¸a˜o, respectivamente. Assim de (1.1) segue que
ρ1ϕtt − k(ϕx + ψ)x + βϕt = 0, em (0, L)× (0, T ),
ρ2ψtt − bψxx + k(ϕx + ψ) + γψt = 0, em (0, L)× (0, T ),
ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψ(0, t) = ψ(L, t) = 0, t ≥ 0,
ϕ(x, 0) = ϕ0(x), ϕt(x, 0) = ϕ1(x), ψ(x, 0) = ψ0(x), ψt(x, 0) = ψ1(x), x ∈ (0, L).
(2.1)
No sistema (2.1), os mecanismos dissipativos atuam uniformemente ao longo da viga de comprimento L, de
modo que, β e γ sa˜o constantes positivas. O trabalho [13] mostra o decaimento exponencial para a soluc¸a˜o
do sistema. Ja´ para β = β(x) ≥ 0, ∀x ∈ (0, L) e γ = γ(x) ≥ 0, ∀x ∈ (0, L), ou seja, mecanismos
atuando de maneira pontual foi estudado por [18], que tambe´m mostrou decaimento exponencial para as
soluc¸o˜es.
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2.2. Sistema de Timoshenko com mecanismo dissipativo atuando na deformac¸a˜o. O segundo sis-
tema e´ o sistema de Timoshenko com um termo dissipativo, atuando sob a deformac¸a˜o transversal da viga.
Assim 
ρ1ϕtt − k(ϕx + ψ)x + βϕt = 0, em (0, L)× (0, T ),
ρ2ψtt − bψxx + k(ϕx + ψ) = 0, em (0, L)× (0, T ),
ϕx(0, t) = ϕx(L, t) = ψ(0, t) = ψ(L, t) = 0, t ≥ 0,
ϕ(x, 0) = ϕ0(x), ϕt(x, 0) = ϕ1(x), ψ(x, 0) = ψ0(x), ψt(x, 0) = ψ1(x), x ∈ (0, L).
(2.2)
No sistema (2.2), em que o mecanismo dissipativo atua uniformemente ao longo da viga de comprimento
L, isto e´, β e´ uma constante positiva e´ estudado por [14], que mostra a estabilidade exponencial com uma







e´, a velocidade de propagac¸a˜o de ondas no sistema e´ igual. Para β = β(x) ≥ 0, ∀x ∈ (0, L), ou seja, o
mecanismo esta´ atuando pontualmente no sistema, foi estudado por [4] que tambe´m mostrou decaimento







2.3. Sistema de Timoshenko com mecanismo dissipativo atuando no aˆngulo de rotac¸a˜o. O ter-
ceiro sistema e´ o sistema de Timoshenko com um termo dissipativo, atuando sob o aˆngulo de rotac¸a˜o da
viga. Logo, de (1.1) segue que
ρ1ϕtt − k(ϕx + ψ)x = 0, em (0, L)× (0, T ),
ρ2ψtt − bψxx + k(ϕx + ψ) + γψt = 0, em (0, L)× (0, T ),
ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψx(0, t) = ψx(L, t) = 0, t ≥ 0,
ϕ(x, 0) = ϕ0(x), ϕt(x, 0) = ϕ1(x), ψ(x, 0) = ψ0(x), ψt(x, 0) = ψ1(x), x ∈ (0, L).
(2.3)
No sistema (2.3), em que o mecanismo dissipativo atua uniformemente ao longo da viga de comprimento
L, isto e´, γ e´ uma constante positiva, e´ estudado por [15], que mostra a estabilidade exponencial com uma






seja satisfeita para γ = γ(x) ≥ 0, ∀x ∈ (0, L), ou seja, o mecanismo esta´ atuando pontualmente
no sistema, foi estudado por [8], que tambe´m mostrou decaimento exponencial para as soluc¸o˜es sob a







3. Ana´lise Nume´rica. Para a implementac¸a˜o nume´rica, usamos o me´todo de diferenc¸as finitas explı´ci-
to. Por considerarmos o me´todo explı´cito, foi realizado um estudo a respeito da estabilidade da soluc¸a˜o





, seja satisfeita. No´s fixamos o comprimento da viga com L = 1 e calculamos a soluc¸a˜o
dos sistemas para alguns valores de T , como podera´ ver nas figuras a seguir. A fim de na˜o violarmos as
condic¸o˜es de estabilidade, fixamos os valores ∆t = 0.025 e ∆x = 0.05, para espac¸amento no tempo
e espac¸o, respectivamente. Ja´ os valores da massa especı´fica, ρ, e o mo´dulo de elasticidade, E, foram
adotados de acordo com as propriedades mecaˆnicas de materiais tı´picos de engenharia, valores do Sistema
Internacional de Unidades (SI), e que podem ser encontrados no livro [19].
Utilizamos a hipo´tese de que as vigas possuem suas extremidades engastadas, isto e´, condic¸o˜es de con-
torno de Dirichlet. Alguns trabalhos mencionados na Sec¸a˜o 2, tambe´m possuem condic¸o˜es de contorno de
Neumann, ressaltamos que os mesmos resultados sa˜o va´lidos quando consideramos condic¸o˜es de contorno
de Dirichet. Como condic¸o˜es iniciais: ϕ(x, 0) = 4 sin(4pix), ϕt(x, 0) = 4 sin(4pix) + 2∆t sin(4pix),
ψ(x, 0) = 4 sin(4pix) e ψt(x, 0) = 4 sin(4pix) + 2∆t sin(4pix). Para os sistemas descritos acima, utiliza-
mos as seguintes discretizac¸o˜es:
ϕtt =
ϕt+1i − 2ϕti + ϕt−1i
∆t2
, ϕxx =










ψt+1i − 2ψti + ψt−1i
∆t2
, ψxx =
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Soluc¸o˜es para o sistema (2.1): A tabela a seguir conte´m os valores dos paraˆmetros utilizados para
a implementac¸a˜o da soluc¸a˜o do sistema de Timoshenko com mecanismo dissipativo uniforme nas duas
varia´veis. Para o mecanismo atuando de maneira pontual, desde que escolhamos paraˆmetros que na˜o violem
a condic¸a˜o de estabilidade do me´todo, sa˜o produzidos resultados semelhantes. O valores de ρ1, ρ2, b e k




. Para mais detalhes de como os ca´lculos foram realizados, definic¸o˜es sobre as constantes e seus
valores respectivos, veja [3].
Tabela 3.1: Problema com mecanismo dissipativo nas duas varia´veis.
Material ρ1 ρ2 b k β γ  Convergeˆncia ϕ (t) Convergeˆncia ψ (t)
Alumı´nio 0.279 0.2325 6.0916 2.7 0.1 0.1 10−4 42.1821 37.5819
Concreto 0.238 0.1941 1.8416 1.2 0.1 0.1 10−4 35.8918 32.1963
(a) Func¸a˜o de Deformac¸a˜o. (b) Func¸a˜o de Rotac¸a˜o.
Figura 3.1: Soluc¸a˜o para viga de alumı´nio.
(a) Func¸a˜o de Deformac¸a˜o. (b) Func¸a˜o de Rotac¸a˜o.
Figura 3.2: Soluc¸a˜o para viga de concreto.
Observe que para ambos os materiais, a estabilizac¸a˜o da perturbac¸a˜o atua de maneira mais ra´pida no
aˆngulo de rotac¸a˜o do que no deslocamento transversal, usando os mesmos mecanismos dissipativos. E
ainda vale observar que, a viga de concreto se estabiliza mais ra´pido, uma vez que, assumimos o valor do
mo´dulo de rigidez maior para o alumı´nio.
Soluc¸o˜es para o sistema (2.2): A tabela a seguir conte´m os valores dos paraˆmetros utilizados para a
implementac¸a˜o da soluc¸a˜o do sistema de Timoshenko com mecanismo dissipativo uniforme atuando apenas
180 Sozzo B, Acasiete F.- Selecciones Matema´ticas. 2020; Vol. 7(1): 176-182
na varia´vel de deformac¸a˜o transversal, isto e´, a varia´vel ϕ. Novamente para o mecanismo atuando de
maneira pontual, desde que escolhamos paraˆmetros que na˜o violem a condic¸a˜o de estabilidade do me´todo,
obteremos resultados semelhantes. Tambe´m consideramos os valores para ρ1, ρ2, b e k da refereˆncia [19],
adotando a a´rea da sec¸a˜o transversal igual a A = 0.1 e momento de ine´rcia I =
1
12
. Quanto a` condic¸a˜o






, na˜o e´ verificado do ponto de vista fı´sico, veja [20]. Deste modo, para que haja coereˆncia nos
resultados simulados, consideramos valores aproximados.
Tabela 3.2: Problema com mecanismo dissipativo na deformac¸a˜o transversal.
Material ρ1 ρ2 b k β γ  Convergeˆncia ϕ (t) Convergeˆncia ψ (t)
Alumı´nio 0.279 0.2325 6.0916 2.7 1 0 10−2 +100 +100
Concreto 0.238 0.1941 1.8416 1.2 1 0 10−2 48.1012 50.9438
(a) Func¸a˜o de Deformac¸a˜o. (b) Func¸a˜o de Rotac¸a˜o.
Figura 3.3: Soluc¸a˜o para a viga de alumı´nio.
(a) Func¸a˜o de Deformac¸a˜o. (b) Func¸a˜o de Rotac¸a˜o.
Figura 3.4: Soluc¸a˜o para a viga de concreto.
A fim de comparar os valores de convergeˆncia, para este problema, mudamos o valores dos paraˆmetros
β e a toleraˆncia . E´ possı´vel observar que a diferenc¸a de convergeˆncia do sistema (2.1) e (2.2) e´ muito
grande. Com um mecanismo dissipativo atuando na deformac¸a˜o transversal, pudemos observar que a
diferenc¸a de tempo para que o sistema se estabilize e´ muito pequeno quando comparamos rotac¸a˜o e des-
locamento. Ainda vale ressaltar que, novamente, a deformac¸a˜o na viga de concreto e´ estabilizada mais
rapidamente.
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Soluc¸o˜es para o sistema (2.3): A tabela a seguir conte´m os valores dos paraˆmetros utilizados para a
implementac¸a˜o da soluc¸a˜o do sistema de Timoshenko com mecanismo dissipativo uniforme atuando apenas
na varia´vel relacionada ao aˆngulo de rotac¸a˜o. Novamente para o mecanismo atuando de maneira pontual,
desde que escolhamos paraˆmetros que na˜o violem a condic¸a˜o de estabilidade do me´todo, obteremos resul-
tados semelhantes. Tambe´m consideramos os valores para ρ1, ρ2, b e k da refereˆncia [19], adotando a a´rea
da sec¸a˜o transversal igual a A = 0.1 e momento de ine´rcia I =
1
12
. A mesma observac¸a˜o foi levada em
conta no que diz respeito a` igualdade de propagac¸a˜o de ondas.
Tabela 3.3: Problema com mecanismo dissipativo no aˆngulo de rotac¸a˜o.
Material ρ1 ρ2 b k β γ  Convergeˆncia ϕ (t) Convergeˆncia ψ (t)
Alumı´nio 0.279 0.2325 6.0916 2.7 0 1 10−2 +100 54.7364
Concreto 0.238 0.1941 1.8416 1.2 0 1 10−2 67.2142 20.5630
(a) Func¸a˜o de Deformac¸a˜o. (b) Func¸a˜o de Rotac¸a˜o.
Figura 3.5: Soluc¸a˜o para a viga de alumı´nio.
(a) Func¸a˜o de Deformac¸a˜o. (b) Func¸a˜o de Rotac¸a˜o.
Figura 3.6: Soluc¸a˜o para a viga de concreto.
Para o caso em que temos o mecanismo dissipativo localizado apenas no aˆngulo de rotac¸a˜o, temos a
estabilizac¸a˜o mais ra´pida para a viga de concreto. Nossos resultados nume´ricos tambe´m mostram dados
discrepantes de tempo para estabilizac¸a˜o quando comparamos eixo de rotac¸a˜o e deformac¸a˜o transversal,
ou seja, observe que a estabilizac¸a˜o no eixo de rotac¸a˜o e´ muito mais ra´pida. E´ possı´vel notar uma grande
diferenc¸a de tempo de estabilizac¸a˜o quando comparamos com as simulac¸o˜es para o caso em que o sistema
possui mecanismo dissipativo apenas no deslocamento transversal.
4. Considerac¸o˜es finais.
• Com relac¸a˜o a`s ana´lises matema´tica e nume´rica: Os resultados nume´ricos comprovaram o que os
estudo matema´tico, utilizando teoria de semigrupos havia mostrado. Uma vez que, a fı´sica dos






seja satisfeita, ao tomar valores aproximados,
conseguimos um resultado coerente para as simulac¸o˜es nume´ricas.
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• Com relac¸a˜o aos materiais: O resultado obtido era esperado, pois o mo´dulo de rigidez do alumı´nio
e´ maior do que o do concreto, desta forma, temos que a perturbac¸a˜o em um material de concreto
tende a se estabilizar mais rapidamente.
• Com relac¸a˜o aos paraˆmetros deformac¸a˜o e rotac¸a˜o: Com base nos valores das tabelas 3.1, 3.2 e
3.3, podemos dizer que, para os materiais alumı´nio e concreto, o aˆngulo de rotac¸a˜o e´ mais sensı´vel
a perturbac¸o˜es. Observe que os problemas (2.1) e (2.3), apresentaram dados que comprovam tal
sensibilidade, menor tempo de estabilizac¸a˜o, comparado a` deformac¸a˜o transversal. Ja´ o problema
(2.2), onde o mecanismo dissipativo esta´ situado apenas no deslocamento transversal, temos tem-
pos muito parecidos para estabilizac¸a˜o. Enta˜o, para que o sistema se estabilize de maneira mais
uniforme, e´ necessa´rio dar atenc¸a˜o ao mecanismo dissipativo situado no deslocamento transversal
da viga, aumentar sua potencialidade dissipativa e´ uma maneira de uniformizar a estabilizac¸a˜o do
sistema.
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